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Herleitung des Intensitätsprofils zur Randverdunkelung1

Abbildung 1: Vergleichen zwischen Messdaten und Modell

Beginnen wir mit der Strahlungstransportgleichung entlang eines Sehstrahls

dIν
ds

� �ρκνIν � ρjν

und führen diese auf die Form für eine planparallele Geometrie mit dx � cospθqds und
der Definition µ � cospθq

µ
dIνpµ, xq

dx
� �ρκνIνpµ, xq � ρjνpµ, xq (1)

Definieren wir im folgenden die Optische Tiefe mit dτν � �ρκνdx und dividieren Glei-
chung (1) mit �ρκν

µ
dIνpµ, τνq

dτν
� Iνpµ, τνq �

jνpµ, τνq

κν
(2)

Wobei die Quellfunktion mit Sνpµ, τνq �
jνpµ,τνq
κν

definiert ist und in der LTE-Näherung
Sνpµ, τνq � BνpT q gilt.

Zur Herleitung benötigen wir die ersten zwei Momente der Strahlungstransportglei-
chung und dafür ist es ratsam die ersten drei Momente des Strahlungfeldes auszurechnen.

1u.a. unter Verwendung von http://www.sternwarte.uni-erlangen.de/ãi05/vorlesungen/astrocomp/aufgabe3c folien.pdf,
Stand 09.06.2013
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Abbildung 2: Skizze zur Veranschaulichung verwendeter Variablen im geometrischem
Kontext
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2. Moment - Strahlungsdruck (
¶
µ2dω)

Kν �
1

4π

¾
Iν µ

2 dω �
1

2

» 1

�1

Iν µ
2 dµ (5)

Prad �
4πKν

c
(6)

Damit können nun die Momente der Strahlungstransportgleichung berechnet werden.

Momente des Strahlungstransportgleichung

0.Moment - (
¶
µ0dω) unter Verwendung von (3) und (4)¾

µ
dIνpµ, τνq

dτν
dω �
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qdω (7)
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Im Strahlungsgleichgewicht gilt

F �

» 8

0

Fνdν � const. �
σT 4

eff

π
(10)

oder
dF

dτ
� 0 (11)

1.Moment - (
¶
µdω) unter Verwendung von (6) und (4) und das Bν istrop ist

1

2

» 1

�2

µ2 dIνpµ, τνq

dτν
dµ �

1

2

» 1

�1

pIν �Bνqµ dµ (12)

2
dKν

dτν
�

1

2
Fν (13)

4
dKν

dτν
� Fν (14)

Nun kommen wir zur ersten Näherung der Diffusionsnäherung. Das Strahlungsfeld
wird hier als näherungsweise isotrop angesehen und es wird die Gleichung (14) verwendet.

Iν � I0,ν � µ I1,ν � µ2 I2,ν (15)

Kν �
1

2

» 1

�1

Iν µ
2 dµ �

I0,ν
3
�
Jν
3

(16)

4

3

dJν
dτν

� Fν (17)

Jetzt verwenden wir die Eddington-Näherung, welche eine Quasi-Isotropie in der ge-
samten Atmosphäre annimmt und damit insbesondere auch am Rand.

Jνpτν � 0q �
1

2

» 1

0

Iνpµ, 0qdµ �
1

2
I0 (18)

Fνpτν � 0q � 2

» 1

0

Iνpµ, 0qµ dµ � I0 (19)

ñ Jνp0q �
1

2
Fνp0q (20)

Danach benötigen wir die Näherung der
”
Grauen Atmosphäre“. Diese nimmt an, das

die Opazität etc. nicht frequenzabhängig sind. Daraus folgt, dass man nur I, J, F für die
Strahlungstransportgleichung lösen muss. Aus Gleichung (11) folgt:

dF

dτ
� 0 ñ F pτq � const. �

σT 4
eff

π
(21)

und aus der Diffusionsgleichung (17) folgt:

dJ

dτ
�

3

4
ñ Jpτq �

3

4
Fτ � const. (22)
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Da die Gleichung (22) die Eddington-Näherung (20) erfüllen muss gilt:

Jpτq �
3

4
F �

�
τ �

2

3



(23)

Nehmen wir nun an die LTE-Atmosphäre befindet sich im Gleichgewicht

J � S � BpT q �
σT 4

π
ñ

�
T pτq

Teff


4

�
3

4
�
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2
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(24)

Die Randverdunkelung lässt sich nun durch lösen der Strahlungstransportgleichung
lösen. Zur Erinnerung

µ
dI

dτ
� I � S

Da S bekannt ist haben wir es hier mit einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten zu tun. Um diese zu lösen benutzen wir den Integrierenden
Faktor e�

τ
µ . Da

d

dτ

�
I � e�

τ
µ

	
�

�
dI

dτ
�
τ

µ
I



� e�

τ
µ

ist, folgt:

dI � e�
τ
µ

dτ
� �

1

µ
S � e�

τ
µ (25)

Nun wird die Gleichung von τ1 bis τ2 integriert.

Ipτ1, µqe
�
τ1
µ � Ipτ2, µqe

�
τ2
µ �

1

µ

» τ2

τ1

Sptq � e�
t�τ
µ dt (26)

ô Ipτ1, µq � Ipτ2, µqe
�
τ2�τ1
µ �

1

µ

» τ2

τ1

Sptq � e�
t�τ
µ dt (27)

Nun nehmen wir einen Emergenten Fluß der Atmosphäre an, d. h. τ1 � 0 und τ2 � 8.
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(30)

Die Mitte-Rand-Variation ist damit:

Ip0, µq

Ip0, 1q
�

3
4
F
�
µ� 2

3

�
3
4
F
�
1� 2

3

� � 3

5

�
µ�

2

3



(31)

Zur Veranschaulichung wird nochmal auf Abbildung 2 verwiesen.
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